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AN HANG 
Die Betrachtung in Teil III, §§ 15, 16 91) des speziellen Denjoy-Stieltjes-
schen Integrals als Spezralfall des allgemeinen Riemann-Integrals gibt uns 
V eranlassung zu zwei einfachen Bemerkungen. 
I. Bei den verschiedenen Ubertragungen der speziellen Denjoyschen 
und der speziellen .Denjoy-Stieltjesschen Integration VDn R1 in R2(R:n) 
und in naher festgelegte abstrakte Raume 92) wurde das unbestimmte 
Integral, . als .,Interv,all" -funktion betra:chtet, char.akterisi:ert mittels 
Totalstetigkeitsforderungen im verallgemeinerten Sinne erganzt mit 
Integrabilitatsbedingungen nach B,urkill im verallgemeinerten Sinne. 
Bemerkenswert ist nun, daB in R1 Totalstetigkeit~bedingungen im verall-
gemGinerten Sinn allei:p. schon geniigen. 
In R1 sei if>, wie in Teil I, § I (1!165), beschran~tl)-.und a2)-addi~iv fur 
die Me:ngen des Korpers K, mit T ihre totale Varia,tion fur die Men,gen 
von k'; auf3erde~ sei if>[{x}]=O fur jede Menge {x}. Ein (fur die zl1 K 
gehorenden Teilmengen eine13 Interval,les, i 0 . (q,1 b) defiP.i!=lrtes) unbe-
stimmtes spezielles DS-In~egral, 8 in bezug auf if> Ja~t sich dann charaktE)-
risieren als eine (fUr di~se' Teilmengen definiert~) additive 1\f~mge~funktion, 
welche in a und b rechts- bzw. linksseitig stetig,93) und in i 0 (TV)* in bez1tg 
a;uf if> ist, d.h. jede abgeschlossene Teilmenge E von io enthalt ein Stuck 
*) Korrektur. In den Teilen II und IVJlis [diese Proceedings, Series A, 68 
(1965), S. 28 bzw. 384] ersetze man in beiden Formeln (41) und (84) 0~ obere 
Grenze durch 0~ die Werte; daneben <ry durch >-ry. 
91) Siehe diese Proceedings, Series A, 68 (1965), S. 169-173, insbes. S. 172 
(Theorem 21) u. S. 173' (Theore~ 21,lli•). · · 
92) Bibliographie: · l. (spezielles D~njoy-Integral in R 2), S. KEMPISTY, 
Fonctions d'intervalle non additives, Act. sci 8~( Paris (1939), chap. 7, avec biblio-
graphie; 2. (spezielles DS-Integral in R 2) J. RIDDER, Nieuw Archi~f, Amsterdam (2) 
21 (1943), S. 212-241; 3. (spezielles DS-Integral in einem topologisch charakterisierten 
Raum) P. RoMANOWSKI, Rec. math. Mosc~u, N.s. 9.(1941), p. 67-119; 4. (spezielles 
DS-IntE}gral in einem Raum, welcher festgelegt ist · mittels' Eigenschaften, die nicht 
unmittelbar als topologisch a'ufzufassen sind) W. J. TJtJITZINSKY, Totalisation dans 
les. espaces abstraits, Memorial 155, Paris (1963). 
93) In a bedeutet dies da13 limS((a, c))=O, mid in b liinS((d, b))=O. 
C---:'1-a ' - " d-+b 
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m;94) um welches B totalstetig in bezug auf tP ist.95) Man sieht unschwer 
ein, daB diese (TV)*-Eigenschaft sich ersetzen laBt du:rch die drei folgenden 
zusammengenommen: a. B ( { x}) = 0 bei x E io; B ist in j edem Punkte 
von [a, b) lin:ks", in jedem Punkte von (a, b] rechtsseitig stetig; b. B ist 
in i0 TV in bezug auf tP, d.h. jede abgeschlosserre Teilmenge E von io 
enthalt ein Stuck m, mit Endpunkten p und q, und in bezug auf [p, q] 
komplementaren Intervallen (pn, qn), so daB die Pullktfunktion Fm(x), 
welche in den Punkten von m mit B((p, x)) zusammenfallt, und sich linear 
andert in den [pn, qn], totalstetig in bezug auf T ist; 'c. jede abgeschlossene 
Teilmenge E von io enthalt ein Stuck m', mit Endpunkten p' und q', 
un:d in bezug auf [p', q1] komplementaren Intefvallen (pn', qn'), so daB 
die Oszillationen von B((p, x)) iiber die verschiedenen [pn', qn'] eine 
konvergente Reihe bilden. · 
Defii;tition. Eine endlichwertige, fUr die Teilintervalle. von io defi-
nierte Il;ltervallfunktion R is IV oder Burkill-integrierbar, im verallgemei-
nerten B~nne ii-ber i0, falls jede mehrere Punkte .enthaltende, abgeschlossene 
Teiln:;1enge B von.i0 ein StuckE, mit Endpunkten p, q(p<,q), enthalt so 
daB die Intervallfunktion FE96) ein Burkill-Integral iiber (p, q)96) hat. 
Mit dem zweiten Hilfssatz von § 43 folgt nun unmittelbar fiir eine auf 
den Teilmengen von io in K additive Mengenfunktion S die Aequivalenz 
der Paare von Bedingungen (a., c.) und (a., IV)97). 
Jedes unbestimmte DB-Integral in i0 in bezug auf ein tP wie oben 'laBt 
sich dadurch auch charakterisieren als eine fur die Teilmengen von i0 im 
Korper K additive Mengenfunktion, welche fur aus einem einzelnen Punkt 
von io aufgebaute Mengen den Wert Null hat, in io links- und rechtsseitig 
stetig ist, und in io die Eigenschaften TV, in bezug auf tP, 1tnd IV hat. 
II. Die anschlieBend~ Definition J 1* von§ 44 ermoglicht eipen zweiten 
13eweis ~ur die Theoreme 21 und 21bis 91) .im Spezialfall tJ>[{x}]=O bei 
X E io (§ 45). 
DEFINITION DES SPEZIELLEN DB-INTEGRALS IN Rl. 
§ 42. Wie in I, § 1 (1965) sei tJ> die in R1 aus einer s'egmentfunktion 'lfJ 
hervorgehende Mengenfunktion, die definiert, und beschrankt-1) und 
94}. , Ist der Purchschnitt eines IntervaUes i und einer abgeschlos~enen Menge E 
nicht leer, so heiBt die abgeschlossene HiHle i.E. von i.E ein Stuck von E. 
95 ) Dies bedeutet, daB es zu positivem s imnier ein positives o gibt derart daB 
fiir endlich viele Teilsegmente [Ph qi] von i 0, paarweise · ohne gemeinsame innere 
Punkte und mit [Ph q5]. m ¢0, aus ~T([pJ, qi])<ofolgt J~S([p1, q1]) J <s. -
. • . . . . . (i) . (i) 
A us der Bedingung folgt: I o S(i) = 0 fiir jedes Intervall i C io mit T(i) = 0; 2° S( {x}) =0 
bei x E io; 3° S ist in jedem Punkte von io links- und re'chtsseitig stetig. - Vergl. 
J. RIDDER, Math. Ztschr. 40 (1935), S. (144,) 148 (die angegebene Abiinderung 
der Definition .9 }:lei ex von beschrankter Variation); auch Teil III dieserArbeit in 
diesen Proceed. A, 68 (1965), S. 168 (die Definitionen J 1 und J 2). 
96) Siebe die Definitionen im nachfolgenden Par. 43. 
97 ) Gemeint wird daBS fiir die zu K gehorenden Intervalle die Eigenschaft IV hat. 
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a-2)additiv ist fiir die Mengen des kleipsten, aile (offenen) Intervaile i und 
aile Mengen { x} von nur einzelnen Punkten umfassenden Mengenkorpers K; 
die Klasse aller i und {x} ist die Basis K 0 von K. 
Unter Anwendung des Satzes, daB jede abgeschlossene, nicht abzahlbare 
Menge E, mit Endpunkten p, q, Summe einer perfekten Menge P und 
einer abzahlbaren Menge Q ist, wobei die Punkte von Q, ev. mit Ausnahme 
· von p oder (und) q, in den abzahlbar vielen, die Menge [p, q] -P bildenden 
Teilintervallen von [p, q] liegen, laBt sich Ieicht die Aequivalenz der 
Definition J~, aus Teil III, § 14, mit nachfolgender Definition J1° ableiten. 
Definition ho. Ein unbestimmtes spezielles Denjoy-Stieltjessches Inte-
gral in bezug auf (/) der Funktion f in io ist eine fiir die Teilmengen von io 
und E K (beschrankt) additive endliche Mengenfunktion, welche fiir 
{~}Cio den Wert f(~)·(J>[{nJ hat (ev. mit ± oo·O=O), stetig ist in den 
Punkten von i 0,9B) wahrend jede abgeschlossene Teilmenge 'E von io ein 
Stiick 111 (mit den Endpunkten p und q) enthalt derartig, daB: a) f iiber 
111-[{p}+{q}] ein Lebesgue-Stieltjessches Integral in bezug auf m(l;99) 
hat; b) die Oszillationen des unbestimmten DB-Integrals in bezug auf (I> 
von f in den (offenen) zu 111 komplementaren Teilintervallen (pn, qn) 
[d.h. die oberen Grenzen von I f<r,s) (DS) f d(J>i bei (r, s) ~ (pn, qn)] von 
(p, q) eine konvergente Reihe bilden, wobei dann: 
00 
!P[(p, q)] """f(fl.Q)(DS) fd (I>= fm-[{p}+{q}J(LS) fdm(l; +! f<Pn.Qn)(DS / d(J>. 
n~l 
Auch diese Definition legt somit das unbestimmte DS-Integral von f 
in bezug auf (I> eindeutig fest. 
§ 43. Definition. 3 sei in io und io endlichwertige Intervall- und 
Segmentfunktion mit iJ(i) = 3(i) fiir jedes i ~ i0 • Das obere und das untere 
B- (oder Burkill-)Integral von 3 iiber io oder io, ri,(l,)(B)3 bzw. Si,(l,)(B)3, 
werden durch die endlich vorauszusetzenden extremen Grenzwerte 
lim sup ! 3(i1) bzw. lim inf L iY(iJ) 
Max !(isl-+0 (il Max !(i.l)-+0 <il 
definiert; dabei werden aile Zerlegungen von io ip endlich viele Teil-
intervalle i1 zugelassen, bei welchen zwei Teilintervaile hochstens einen 
gemeinsamen Randpunkt haben konnen, und deutet Max l(i,) das Maxi-
mum der Langen der i 1 bei einer solchen Zerlegung an. 
Fallen ft0(B) iY und ft0(B) 3 zusammen, so liefert ihr gemeinsamer 
Wert das Burkill-lntegrat von 3 iiber io oder io, fi,<i.>(B) 3. 
Bei 3 additiv fiir die Teilintervalle (Teilsegmente) von io(io) ist immer 
f;.<i.>(B) 3 = 3(io) = g:(io). 
98) Das heillt: deutet lJF das unbestimmte Integral an, und ist p < q mit p E io, 
q E io, so ist immer lim lJF [(p, q)]= lim 'l'[(p, q)]=O. 
fl-+a Q-+fl 
99) Vergl. Teil II, § 4bls. 
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Aus der Existenz von Sio(B) ~ folgt fur jedes.iCi0 die Existenz von 
Ji(B) ~; dabei ist das Burkill-Integral tiber die Teilintervalle von i0 
(b~schrankt) additiv. 
Definition. Bei ~ und io, io wie in der vorigen Definition, und E 
eine abgeschlossene Teilmenge von i0 isi fur jedes Segment i C i0 
~E(i) = ~E(i) = ~(i) 
bei E·i#O, sonst ~E(i)=~E(i)=O. 
Hilfssatz. p und q seien linker und rechter Endpunkt der mehrere 
Punkte enthaltenden, abgeschlossenen Menge E C i0 ; die zu E komple-
mentaren Teilintervalle von (p, q) seien u1, u2, ... , un, ... Existiert das 
Burkill-Integral, S (p,q)(B) ~E, von ~E tiber (p, q), und ist ~ (beschrankt) 
additiv und stetig 100) fur die Teilintervalle (-segmente) von ii, so ist die 
Reihe 
00 
(141) ! wm;un) 
n=l 
konvergent; dabei ist co(~; Un) die Oszillation von ~ im Intervalle Un, 
d.h. die obere Grenze von l~(v)j [=j~(v)j] fur aile Intervalle v~un. 
Beweis. Aus der Existenz von f<p,q)(B) ~E folgt bei s>O die Existenz 
einer Zahl ~>0 so daB ftir jede Zerlegung 6 von [p, q] in Teilsegmente 
[pf>q1], mit l([pf,q;])<~ fur jedes j, 
(142) I s(p,q)(B) ~E-~E(6)i<s 
ist, wobei ~E(6)= z ~E([p;, q;]). 
(j) 
Nehmen wir die Divergenz der Reihe (141) an. Ist dann in jedem 
Un=(an, bn) 
0(~; un) = obere Grenze von ~((an, Cn)) und U(~; un) = 
= untere Grenze von ~((an, Cn)) bei allen Cn mit an<Cn<bn, 
00 00 
so ist mindestens eine der Reihen z 0(~; Un), z U (~; un) divergent. 
n=l n=l 
N ehmen wir etwa die erste Reihe als divergent an. Dann gibt es zu 
obigem ~ eine natiirliche Zahl v so daB fiir jedes ganze N?;.v ein ganzes 
p(N) >N existiert mit 
p(N) p(N) z 0(~; Un) >N, und z l(un)<c). 
n=N n=N 
Betrachten wir zwei Zerlegungen von [p, q], 61 und 62, von derselben 
Art wie 6 in (142); dann wird also 
(143) 
lOO) Also: aus [p, q] ~io folge sowohl bei p fest, q ~ p wie bei q fest, p ~ q 
iY( (p, q)) ~ 0. 
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sein. Diese Zerlegungen konnen auBerdem, bei einem ,Paar N, p(N) ,wie 
im vorigen Absatz, so gewahlt sein, daB:. 1 o die Segmente Un- [an, bn}, 
mit n=N, N + 1, ... , p(N), fur @)1 die aufeinander folgenden Zerlegungs-
punkte an, c)!-', dn, bn, fiir eJ2 die aufeinander folgenden Zerlegungspunkte 
an, 6~2 )' dn, bn enthalten, mit 
p~ p~ 
2 {~h([an,c~l])-{"YE([an,c~l])}>t"2 O(IT;un)>!N, 
n~N n~N 
woneben aus der Definition von ITE folgt 
p(N) p(N) 2 ryE([c~l, dn])== 2 0=0 (j=1 oder 2); 
n~N n~N 
2° die iibrigen Zerlegungspunkte vqn 6 1 und 6 2 fiir beide dieselben 
sind. Aber dadurch hat man, neben (143), 
(144) 
Bei c;, o und 'V fest, N(~P) zunehmend liefern (143) und (144) emen 
Widerspruch. 
Hi If s sat z. {J sei eine in i 0 additive und stetige 100) Intervallfunktiori; 
E sei eine mehrere Punkte enthaltende, abgeschlossene Teilmenge von i 0 , 
mit den Endpunkten p, q (p<q), und U1, u 2, ••• , Un, ... seien die nach 
abnehmender Lange geordneten, zu E komplementaren Teilintervalle 
von (p, q). 
Aus der Konvergenz der zugehorigen Reihe (141) folgt dann die Existenz 
des Burkill-Integrals von ryE iiber (p, q), und umgekehrt. Dabei ist 
00 
(145) {"Y((p, q)) = s(p,q)(B) UE+ 2 IT (un)· 
n~l 
Beweis. \Vegen des vorigen Hilfssatzes geniigt es aus der Konvergenz 
von (141) die Existenz von J(p,q)(B) ryE, zusammen mit (145), abzuleiten. 
Bei c; > 0 folgt a us der Konvergenz von (141) die Existenz einer natiir-
lichen Zahl 'V mit 
00 2 w ({"Y; Un) <e. 
n~v+l 
AuBerdem folgt aus der Stetigkeit 100) und Additivitat von {J in i 0 die 
Existenz einer Zahl 15>0 mit 2o<l(u.), und lu(u)i<~ fiir jedes uCi0 2'1' 
bei 1(u)<o. 
Bei einer Zerlegung von (p, q) in Teilintervalle (Ph qi) (j = 1, ... , ft), 
mit allen l((pj, qi))<o, ist 
(146) 
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Diejenigen Segmente [p1, q1], welche ganz in einem •Intervall. Un mit 
n= 1, 2, ... , oder v enthalten sind, liefern in der in (146) vorkommcmden 
Summe einen Gesamtbeitrag, welcher urn weniger als 2v · ;v =e. von 
~ . 
.2 ~(un) abweicht. Ihre Summe laBt sich somit ersetzen du,rch_2 ~(un) + fh, 
n~l n~l 
wobei I (hi< e. Diejenigen Segmente [Ph qJ], welche ganz in einem Intervall 
Un mit n~v+ l enthalten sind, Iiefern in der in (146) vorkommenden 
00 
Summe einen Gesamtbeitrag, von absolutem Werte ·~ .2 wm; Un) <e. 
oo n~v+l 
Ihre Summe laBt sich so mit ersetzen durDh .2 {5' ( un) + 02 , wobei I Ozl < 2e: 
n~v+l 
Wahrend die heiden betrachteten Gruppen von Teilsegmenten [Pn qJ] 
keine Punkte von E enthalten,lOl) bilden die iibrigen Teilsegmente [Ph q1] 
der Zerlegung eine dritte Gruppe, deren jedes Segment mit E einen nicht 
leeren Durchschnitt hat, fiir die also ~E([Ph q1])=~([p1 , q1]) ist, Es laBt 
sich (146) somit andern in: 
~ • 00 
~(,[p,q])= _2~E([pJ,qJ])+ .2 ~(un)+8l+ .2 .~(un)+Oz, 
i ~1 n~l n~v+l 
mit I 81+8zl < 3e. 
B~i e > 0 gibt es • somit ein o >0 so da.B fiir jede Zerlegung von (p, q) 
in Teilintervalle (Ph q1) mit l([p1, q1])<o gilt: 
00 ~ 
~([p, q])- 2 ~(un) = .2 ~E([pj, qJ]) + e, mit I Ol < 3e. 
n~l i "'1 
e -7 0 liefert die Existenz von f<p,q)(B) ~E, zusammen mit (145). 
§ 44. VonhieranseiinR1. furjedenPunktx(/)[{x}]=O. E.sistdeutlich 
daB ein unbestimmtes spezielles DB-Integral in bezug auf ein solches 
(/) in i0 denselben Wert iiber i und i, bei i C i0 und den Wert Null tiber 
jede Menge {x} C i 0 hat·. 
Mit dem zweiten Hilfssatz von § 43 folgt 'nun sofort, bei einem solcheh (/), 
die Aequivalenz von Definition J 1o mit 
Defi:llition J 1*. Ein unbestirnrntes ;pezielles Denjoy-$tieltjessches Inte-
gral in bezug auf (/) der Funktion f in i0 ist eine fiir die Teilmengen v vo~ 
io, E K, beschrankt additive endliche Mengenfunktion P(v)-fv(DS) f d(/), 
welcheJiir {nCio den Wert Null hat, stetig ist in den Punkten von io, 
wahrend jede abgeschlossene Teilmenge E von i0 ein Stuck m (mtt 
den Endpunkten p und q) enthalt derartig, daB: a) f tiber m-[{p}+{q}] 
ein Lebesgue-Stieltjessches Integral in bezug auf rn<t>99) hat; und': b) die 
in (p, q~ aus P·hervorgehende Intervallfunktion PE(v) ein Burkill-Integral 
in (p, q) hat, wobei dann 
fo:>.tJ)(B) PE = J w(LS) f drn<t> ist. 102) 
101) Fiir ein solches [p1, q1] ist somit ~E([pJ, qJ])=O. 
102) Der Fall p=q kann hier, ebenso wie in Definition JtO, auJ.3er Betracht bleiben. 
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DAS SPEZIELLE DB-INTEGRAL ALS SPEZIALFALL DES ALLGEMEINEN 
R-INTEGRALS. 
§ 45. Theorem 20*. iio=[c, d] enthalte eine abgeschlossene Menge 
E mit Endpunkten c, d, und mit den zu iio komplementaren Teilintervallen 
Vn-(Cn, dn) (n=l, 2, ... ): 
OQ 
iio- Vo= ! Vn. 
n-1 
Ist I definiert fiir die Punkte von iio, so sei lo =I in den Punkten von E, 
00 
und = 0 in den Punkten von ! Vn. 
n=l 
Aus den Annahmen: 
1 o lo hat ein LS-Integral iiber iio in bezug auf mp (T Totalvariation 
von <P); 
2° fiir die zu K gehOrenden Teilmengen von iio ist iJ eine beschrankt 
additive endliche Mengen:funktion, welche fiir {nc iio den Wert Null hat, 
und stetig ist in den Punkten von iio, wahrend in jedem Vn iJ mit dem 
unbesti,mmten allgemeinen Riemann-Integral von I in bezug auf T zu-
sammenfallt; 
3° ist fiir i~ iio iJE(i)=iJE(i)=iJ(i) bei i·E=/=0, sonst iJE(i)=iJE(i)=O, 
so existiert das Burkill-Integ!al von iJE iiber vo(iio) mit 
(147) 
folgt daB das allgemeine R-Integral von I in hezug auf T iiber vo 
existiert, mit 
00 
(148) Sv.fdT=iJ(vo), oder =JE(LS)IdmT+! fv,.ldT. 
n~l 
Beweis. Defini~ion Obis (in Teil II, § 7) zeigt, daB es erlaubt ist I 
endlichwertig in iio vorauszusetzen. 
Betrachten wir die fiir die Mengen H ~ iio und E K definierte Mengen-
funktion ~*(H)=iJ(H)- [H.E(LS) I dmp. Aus den Bed.ingungen des 
Theorems folgt dann,I03) daB iJ* und die Punktfunktion 1*, gleich I in 
den Punkten von iio-E, gleich 0 in den Punkten von E, zusammen mit 
lo*=l*, also =0 in den Punkten von E, ebenfalls =0 in den Punkten 
von ii?-E, analoge Bedingungen erfiillen, wobei dann das zugehorige 
iJE* iiber vo ein Burkill-Integral, mit 
Sv.(B) iJE* = fv.(B) ~E- J E(LS) I dmp = Sv.(LS) lo dmp- IE(LS) I dmp = 
=0= Sv,(LS) lo* dmp, 
hat, wie mit (H7) und der Definition des Burkill-Integrals folgt. 
lOS) Man wende auch Theorem 1 (I, § 2) und den Spezialfall von Theorem 19 
(l:£bis, § 12) an. 
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Ist das Theorem fiir diesen Spezialfall schon bekannt, so folgt daB I* 
ein allgemeines R-Integral in bezug auf T iiber v0 hat, mit · 
00 00 
Sv.f*dT=fJ*(vo), oder = ,2 Svnl*dT, oder = ,2 SvnldT; 
n~l n~l 
also folgt dann auch die Existenz des allgemeinen R-Integrals in bezug 
auf T von I, mit 103) 
00 
Sv.f*dT+JE(LS)Idmp oder Sv,ldT= .2 SvnldT+JE(LS)Id'(n1'· 
n~l 
Kehren wir zu der urspriinglichen Formulierung der Bedingungen 
zuriick unter der Annahme daB in den Punkten von E I gleich Null ist; 
es wird nun geniigen fiir diesen Fall (148) zu beweisen. 
Aus der Annahme 3° und dem zweiten Hilfssatz von § 43 folgt bei 
e > 0 die Existenz einer natiirlichen Zahl v mit 
00 
(149) 
_2 W [fj; Vn] <e. 
n~v+l 
Fiir jedes n, mit 1 ~n~v, gibt es zu ej2n eine Riemann-Klasse 
Sl( [vn],104) 1o4 bis) mit zugehoriger (mehrwertiger) Riemann-Summe 1°4 ) 
F[l; {SlC[vn], 0; T}],105) fiir die [gemaB Def. C (in I, § 1)]: 
(150) JSvnldT-F[f; {SlC[vnJ,O;T}] l<eJ2n; 
durch ev. Einschrankung von Sl( [vn] folgt, daB es dabei immer. moglich 
ist vorauszusetzen, daB die durch Sl( [vn] den Punkten von Vn zugewiesenen 
U mgebungen ganz zu Vn gehoren; auBerdem daB die den Pqnkten 
c1, d1, c2, d2, ... , c., d. zugewiesenen Umgebungen paarweise disjunkt sind, 
so weit sie nicht zusammenfallen. 
Auch fiir jedes n>v gibt es eine Relation wie (150), woraus fiir die 
zugehorigen oberen- und unteren Grenzen aller Werte von 
folgt: 
(151) 
F[f; {Sll: [vn], 0; T}] 
(n>v); 
man denke sich dabei die den Endpunkten Cn, dn des Vn durch Sl( [vn] 
zugewiesenen Umgebungen derartig eingeschrankt, daB sie disjunkt sind; 
und daB jede solche Umgebung auch keine gemeinsamen Punkte mit· 
den Segmenten i~, ... , i. hat, so weit der korrespondierende Punkt Cn 
104) Siehe die Definition in I, § l. 
I04bis) Raben zwei derartige vn,• vn, einen gemeinsamen Randpunkt, so darf 
angenommen werden, da13 die in m: [vn) und in m: [vn,] dem Punkte zugewiesenen 
Umgebungen zusammenfallen, ohne Beeintrachtigung der korrespondiere~den 
Relationen der Form (150). 
105) W egen der vorausgesetzten Stetigkeit von (/J und T ist die Menge 0 von 
Trennungspunkten hier immer leer. 
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oder dn von den c1, d1, ..• , c., d. verschieden ist; sonst sollte die Umgebung 
des Punktes in 21: [vn] dieselbe wie in der zugeh6rigen Klasse 21: [v1] 
(j = 1 oder 2 ... oder P) sein_106) Fiir jeden Punkt x E Vn schranke man die 
ihm durch· 21: [vn] zugewiesene Umgebung derartig ein, daB sie ganz zu 
vn gehort. 
Mit (151) folgt,107) aus Cn~Pn<qn~dn, 
ff(pn,qn) / dT- Wnj <eJ2n-I, 
wobei Wn ,Beitrag" im Sinne von FuBn. 107 von [pn, qn] zu einem 
willkiirlichen Wert von F[f; {2!0[vn], 0; T}J.lOS) 
Jedetn Punkt x E E, welcher nicht zu den Cn, dn geh6rt, sei eine Um-
gebung v(x) zugewiesen, welche keine Punkte mit den ih, ... , v. gemein hat. 
Die den Punkten der vn(n= 1, 2, ... , v, .. . ) und von E im vorigen 
zugewiesenen Umgebungen bilden eine Riemann-Klasse m [vo] fiir Vo. 
Fiir jede {2l:[v0], 0; T]-Zerlegung 3 [v0 ] von v0 [gemaB Def. A (in I, § 1)] 
und zugehorigen Wert W[3 (v0)] von F[f; {21: [v0 ], 0; T]} gilt nun: 
1 a die ganz in vn(n= l, 2, ... , v) liegenden Intervalle der Zerlegung 
B [vo] liefern. einen Wert W[,8(vn)] von F[f; {21: [vn], 0; T}], fiir welche 
106) AuJ3erdem darf angenommen werden, daJ3 einem Punkt, welcher gemein-
samer Randpunkt von zwei aneinander grenzenden Vm, v1 (m und l > v) ist, durch 
~ [vm] und ~ [v1] dieselbe Umgebung zugewiesen wird. 
107) Man wende das allgemeine Resultat (y) dieser FuJ3n. an: 
In vo "=' (c, d) existiere das allgemeine R. Integral von I in bezug auf T. Zu 'will-
kiirlich positivem 1J gibt es dann eine Riemann-Klasse ~[vo], so daJ3 die {~'[vo], 0; T}-
Zerlegungen liefern: 
O~F[ol [/; {~[vo], 0; T}]-F[ul [/; {~[vo], 0; T}]<?J· 
Beschranken wir uns auf {~[vo], 0; T}-Zerlegungen, bei welchen die Punkte p, 
q, mit a<p<q<b als "uneigentliche" Trennungspunkte auftreten (damit ist gemeint 
daJ3 in einer solchen Zerlegung Intervalle v(p), v(q) auftreten, die Teil der durch 
~[vo] den Punkten p und q zugewiesenen Umgebungen sind), und ersetzen wir I 
durch die Funktion 1°, =I in den Punkten von [p, q] und =0 in den Punkten von 
vo- [p, q], so folgt aus (<X) fiir die derartig eingeschrankte Klasse von Zerlegungen, 
welche wir {~0 [Vo], 0; T}-Zerlegungen nennen, und fiir fO: 
(/1) 
Jeder Wert W von F[/O; {~O[v0 ], 0; T}] ist der Beitrag aller derjenigen Zer-
legungsintervalle einer {~O[vo], 0; T}-Zerlegung von v0, die mit [p, q] einen nicht 
leeren J?urchschnitt haben, zu dem korrespondierenden Wert von F [f; { ~0 [ Vo ], 0 ; T} ], 
1md liegt ebenso wie fv. IOdT= frv,ql f dT zwischen den F[ol und Frul von ({1). , 
Somit ist 
(y) I frv.qJ f dT- WI <1), wobei W ,Beitrag" im obigen Sinne von [p, q] zu einem 
willkiirlichen Wert von F[f; {~0 [vo], 0; T}]. 
Analoge Ungleichheiten wie (y) .gibt es fiir f(a,Pl I dT und frv.bl I dT, wobei 
a<p<b, und die zugehorigen "Beitrage" von (a, p] bzw. [p, b) zu den Werten von 
F[f; {~[vo], 0; T}], bei welchen p als "uneigentlicher" Trennungspunkt auftritt. 
lOS) F[f; {~O[vn],O;T}] gehe dabei in analoger Weise aus F[f; {~[vn],O;T}] 
hervor wie F[f; {~0 [vo], 0; T}], in FuJ3n. 107, aus F[f; {~[vo], 0; T}]. 
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(150) gilt; fiir die Cn und dn (beide zu E gehorend) enthaltenden Intervalle 
aus ,8(vo) ist der Bei~rag zu W[,8(vo)] gleich Null, wie aus f(cn)=f(dn)=O 
folgt; 
2° jedes weitere Intervall aus B (v0), welches Umgebung eines Punktes 
x E E ist, liefert zu W[,8 (vo)] ebenfalls einen Beitrag Null [f(x) = 0]; 
3° fiir endlich viele n>v gibt es ein einzelnes Intervall (pn, qn), zusam-
menfallend mit oder Teil von Vn, und mit ,Beitrag" W[B ((pn, qn))] zu 
einem Wert von F[f; {WO[vn], 0; T}], wobei: 
(152) 
Mit (150) und (152), und {149) folgt: 
00 00 
I Z fvnfdT- W[B(vo)] I~ Z I fvnfdT- W[B(vn)] I+ 
n~1 n~1 
00 00 
+ z' 109) I frPn> qn] I dT- W[B ((pn, qn))] I+ z' 109) 2w[{j; Vn] + 
n~v+1 n~v+1 
00 • 00 
+ z w[t'Y;vn]<zsJ2n+ z sj2n-1+3s<5e, 
n~ •+1 n~1 n~ •+1 
also allgemein 
00 
I Z Svnf dT ~ F[f; {W[vo], 0; T}] I< 5s. 
n~1 
Somit existiert fv. f dT, mit 
00 
Jv.fdT= Z fvnfdT. 
n~1 
Mit dem Spezialfall von Theorem 19 (IJbis, § 12), die Theoreme 4 und 5 
(I, § 2), Definition J 1* und Theorem 20* folgt nun mittels transfiniter 
Induktion das 
Theorem 21 *. Jede Funktion f, welche fiir die Mengen des Korpers 
K (I, § 1) ein spezielles DB-Integral in bezug auf stetiges T hat, hat fiir 
diese Mengen auch ein allgemeines Rieman:U:-Integral in bezug auf .T von 
gleichem W erte. 
§ 46. Als unmittelbare Folgerung a us den Definitioneh H*, H lind Dter 
(in den Par. 13bis, 13, 16 von Teil III) und Theorem 21'* erhalt man: 
Theorem 21 *bis. Jede Funktion f, welche fiir die Mengen des 
Korpers K (I, § 1) ein spezielles DB-Integral in bezug auf stetiges <;P,hat, 
besitzt fiir diese Mengen auch ein allgemeines Riemann-Integral in bezug 
auf <P (gemaB Def. Dter) von gleichem W erte. 
109) Hier wird summiert uber alle (endlich vielen) n>v, fUr die es ein (pn, qn) ~ Vn 
in der betrachteten {~[vo], 0; T}-Zerlegung von Vo gibt. 
